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1 Einleitung

Wichtig: Dieses Dokument hier soll nicht mehr als 30 Seiten umfassen (mehr bitte nur
nach Absprache).

Ziel des Seminars ist die Ausarbeitung eines , rundum-sorglos-Pakets” fiir eine Einheit in
einem Matheclub, einer Mathe-AG oder einer dhnlichen Veranstaltung an einem Gymna-
sium. Unter einer Einheit ist nicht zwingend eine Doppelstunde zu verstehen, aber eine
Doppelstunde soll mindestens mit Inhalt gefiillt werden.

Besonders wichtig ist es die folgenden Punkte zu beachten:

1. Es handelt sich um ein Zusatzangebot (Freizeit!) fiir die Schiilerinnen und Schiiler.
Der SpaB3 an der Mathematik darf also auf keinen Fall zu kurz kommen.

2. Mathclubs sind in der Regel nach Jahrgangen aufgeteilt. Bei uns sollen als Zielgruppe
die Klassenstufen 9-12 angenommen werden. Wahlen Sie sinnvoll eine Klassenstufe
aus, fiir die sich ihr Thema eignet. Welche Voraussetzungen bringen die Schiilerinnen
und Schiiler mit?

3. Gehen Sie davon aus, dass Sie es mit motivierten Schiilerinnen und Schiilern zu
tun haben. Die Kinder erwarten klare Argumente, Beweise, etc., die auch iiber den
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Lehrplan (deutlich) hinaus gehen.
4. Uberlegen Sie, woran Sie SpaB hitten. Seien Sie kreativ!

Wir wollen eine Datenbank fiir Mathe-Clubs aufbauen. Daher ist eine einheitliche Struktur
aller Datensatze zwingend erforderlich. Es sind somit einige technische Punkte zu beachten:

e Halten Sie sich bitte streng an die vorgegebene Latex-Vorlage (inklusive Ordner- und
Dateistruktur).

Die Einleitung soll einen kurzen Uberblick iiber den Inhalt des Dokuments geben. Sie soll den
Leser neugierig machen und ihn dazu bringen, weiterzulesen. Hier gehdren gegebenenfalls
(nicht zwingend notwendig!) auch eine geschichtliche Einordnung und Anekdoten hinein
(als Unterkapitel).

2 Kernideen

In dieser Arbeit widmen wir uns der mathematischen Formalisierung eines faszinierenden
Phinomens: Wie verteilen sich zufillige Ereignisse, wenn sie sehr oft wiederholt werden?
Als anschauliches Modell dient uns hierfiir das Galtonbrett, bei dem Kugeln an Hindernissen
zufillig nach links oder rechts fallen.

Der mathematische Rahmen bewegt sich dabei im Ubergang von der diskreten Wahrschein-
lichkeitstheorie zur stetigen Analysis. Wir modellieren den Fall einer Kugel zunichst als
Summe unabhéingiger, identisch verteilter Bernoulli-Zufallsvariablen, was direkt zur Bino-
mialverteilung fiihrt. Da die direkten Berechnungen der Binomialkoeffizienten fiir eine groBe
Anzahl an Reihen (fiir n — oc0) aufgrund der Fakultdten extrem aufwendig werden, suchen
wir nach einer asymptotischen Naherung. AuBerdem ist es ein sehr schones Resultat, dass
aus einer Binomialverteilung eine Normalverteilung ,,entstehen” kann.

Den groBeren Kontext bildet die Verkniipfung grundlegender mathematischer Werkzeuge,
um genau dies zu beweisen. Wir greifen auf die Stirling-Approximation (zur Naherung von
Fakultdten) und die Taylor-Entwicklung (zur Approximation von Logarithmen) zuriick. Die-
se analytischen Werkzeuge schlagen die Briicke zwischen der diskreten Welt des Pascalschen
Dreiecks und der kontinuierlichen Welt der Exponentialfunktion.

Das Herzstiick der Arbeit und die formale Antwort auf unsere Fragestellung bildet der Zen-
traler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace. Er besagt, dass sich die diskrete Binomialver-
teilung fiir groBe n der stetigen Normalverteilung (der bekannten GauBschen Glockenkurve)
annahert.

Damit wird mathematisch prazise gezeigt, wie ein System aus einfachen, binidren Ent-
scheidungen (links oder rechts) bei ausreichend vielen Wiederholungen unweigerlich in ein
universelles, kontinuierliches Verteilungsmodell miindet.

3 Stichworte

Die folgenden Stichworte decken in etwa den Inhalt des ausgearbeiteten Themengebietes
ab:

e Stochastik
e Binomialverteilung

e Normalverteilung

Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

Stirling-Approximation



Taylor-Entwicklung

Pascalsches-Dreieck
Gamma-Funktion
Klasse 10 bis 12

4 Mathematischer Hintergrund

4.1 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Das Galtonbrett (nach Francis Galton) dient der Veranschaulichung der Binomialverteilung
und der experimentellen Bestdtigung vom Zentralen Grenzwertsatz im Spezialfall der Bi-
nomialverteilung. Im Folgenden formalisieren wir den Weg einer Kugel durch das Brett als
stochastischen Prozess mithilfe einer Binomialverteilung und Beweisen anschlieBend den
zentralen Grenzwertsatz von Moivre-Laplace [nahrstedt’monte-carlo-methode 2015].

Definition 4.1.1: Modell des Galtonbretts

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Fall einer Kugel durch ein Galtonbrett
mit n € N Reihen wird modelliert durch eine Folge von stochastisch unabhangigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen X1, X5, ..., X,,, wobei X; € {0,1}. Dabei
beschreibt X; = 1 den Fall nach rechts in der i-ten Reihe und X; = 0 den Fall
nach links. Die Wahrscheinlichkeit sei P(X; =1) =pund P(X; =0)=1—-p=g.
Bei einem symmetrischen Brett gilt p = ¢ = 0.5.

nach [buchter’elementare2005]

Bemerkung 4.1.2. X; Bernoulliverteilt
Hierbei ist anzumerken, dass jedes X; bernoulliverteilt ist.

Dies gilt, da
p wenn x =1

Q={1,0} und P(Xi:x):{
1—p wennz =0

Somit ldsst sich auch X; ~ B,, schreiben.
Um jeden Ausgang des Galtonbrettes durchnummeriert von links nach rechts unterscheiden
zu konnen, definieren wir uns eine weitere Zufallsvariable S;, wie folgt:

Definition 4.1.3: Zufallsvariable 5,

Die Endposition der Kugel im Fach k € {0,1,...,n} wird durch die Summe der
Rechtsabbiegungen beschrieben. Wir definieren die Zufallsvariable:

Sn_ixi

nach [statistik verstehen beweis 2019]

Um diese summierte Zufallsvariable genauer zu verstehen betrachten wir zuerst den Bino-
mialkoeffizienten.



Abbildung 1: Darstellung
des Galtonbretts nach
[arndt’brunner’simulation’2025]

o
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Abbildung 2: Darstellung der Zufallsva-
riable X; im Kontext vom Galtonbrett



Definition 4.1.4: Binomialkoeffizienten

Fiir n € No und k € {0,...,n} definieren wir den Binomialkoeffizienten

(&)

wobei die Zahl (Z) die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer n-elementigen Menge
genau k-Elemente auszuwahlen, angibt.
[kosenkova'stochastik 2025]

Betrachten wir nun den Binomialkoeffizienten in Bezug auf S,,, beschreibt dieser exakt
die Anzahl der moglichen Pfade durch das Galtonbrett, bei denen die Kugel von n Reihen
genau k-mal nach rechts (und somit (n — k)-mal nach links) fallt. Da jeder dieser einzelnen
Pfade aufgrund der Unabhingigkeit der Entscheidungen die Wahrscheinlichkeit p*(1—p)"~*
besitzt, ergibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Fach k£ durch Multiplikation. Daher
rilhrt die Binomialverteilung:

Definition 4.1.5: Binomialmodell

Wiederholt man ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] n-
mal, und interessiert sich nur fiir die Anzahl der erfolgreichen Experimente, so wahlt
man

¥ =40,1,...,n}.

In diesem Modell ist

n

Bing, ,({k}) = <k>pk(l —p)" % k=0,1,.,n

eine Zahldichte.
[kosenkova'stochastik 2025]

Im Fall des Galtonbrettes kénnen wir X = S,, wahlen.

Definition 4.1.6: Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Zahldichte Bin,, ,({k}) auf {0, ..., n} heiBt
Binomialverteilung zu den Parametern n, p.
[kosenkova'stochastik 2025]

AnschlieBend ist folgendes zu bemerken:

Satz 4.1.7: Verteilung der Endposition

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable S,,, l3sst sich durch die Bino-
mialverteilung beschreiben.
Daher gilt S, ~ Bin,

Beweis. Nach Bemerkung 4.1.2 und Definition 4.1.3 ist S,, die Summe von n unabhangigen
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X; ~ B,,. Also stellt S,, die Anzahl der Erfolge von n-
Wiederholungen von unabhidngigen identisch Bernoulli-verteilten Zufallsexperimenten dar.



Daraus folgt, dass das Galtonbrett mit der Zufallsvariable S;, eine Binomialmodell Defini-
tion 4.1.5 darstellt und somit die Binomialverteilung nach Definition 4.1.6 eine Z3hldichte
definiert. Daher gilt: S,, ~ Biny, . O]

Eine weitere in diesem Kontext interessante Verteilung ist die Normalverteilung.

Definition 4.1.8: Normalverteilung
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte

1 _(a=p)?
f({L') — - e 202
V2mo?
und Parametern ;1 € R, > 0, wobei i den Erwartungswert und o2 die Varianz von
X darstellt, so nennt man X Normalverteilt und schreibt:

z ~ N(u,0°)

Fiir groBe n wird die direkte Berechnung der Binomialverteilung aufgrund der Fakultdten
sehr aufwendig. An dieser Stelle greift der zentrale Grenzwertsatz, der besagt, dass sich die
Binomialverteilung fiir groBe n der Normalverteilung anndhert. Fiir groBe n |asst sich damit
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (aufgrund der Standardisierung) deutlich leichter
bestimmen. Des weiteren ist es mathematisch gesehen sehr schon zu sehen, wie eine relativ
einfache diskrete Verteilung, wie die Binomialverteilung, mit einer mathematisch persé sehr
anders aussehenden Verteilung zusammenhangt. Im Spezialfall der Binomialverteilung wird
dies durch den Satz von Moivre-Laplace formalisiert [nahrstedt ' monte-carlo-methode 2015;
statistik ‘verstehen beweis’'2019].

_ Satz 4.1.9: Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

Sei S, ~ Biny, ), die Anzahl der Erfolge bei n unabhdngigen Bernoulli-Versuchen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1) und sei ¢ = 1 — p. Fiir groBe n lésst sich die
Wahrscheinlichkeit, dass .S,, den Wert k € {z|z € Ng A x < n} annimmt, durch die
Dichtefunktion der Normalverteilung anndhern:

P(Sp = k) ~ N (p,0%)

. 2 k— .
wobei E(X) = p, Var(X) = 0% und \/% begrenzt ist.
nach [kosenkova’stochastik 2025]

Beweis. Der Beweis folgt zum groBen Teil dem Beweis von [statistik verstehen’beweis'2019]
und wurde von den Autoren weiter konkretisiert.

Der Beweis basiert im Wesentlichen auf drei Approximationen: Der Stirling-Formel fiir
die Fakultdten, der Vereinfachung der Wurzelausdriicke fiir groBe n, sowie der Taylor-
Entwicklung des natiirlichen Logarithmus zur Herleitung der Exponentialfunktion. Diese
drei Approximationen werden in diesem Beweis als wahr angenommen, jedoch in der fol-
genden Arbeit weiter analysiert und bewiesen.

1. Anwendung der Stirling-Formel:
Wir beginnen mit der Definition der Binomialwahrscheinlichkeit:

A n! k n—k



Nach Satz 4.2.1 gilt fiir groBe Zahlen ndherungsweise n! ~ \/an(%)n. Ersetzen wir n!, k!
und (n — k)! durch diese Niherung:

V2mn(2)" ) P F
n—k
(Vark(5)")( zw(n—k)(M)( )

€

P(S, = k) ~

= nlvem i (1)
kEN2mk(n — k)= /27 (n — k)
Vn-n® ok k n—k

~ Vi — )k (n— Ry
- s () () ®)
CV2r\V kn—k)\ Kk n—k
Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erlautert:
(1) Hier heben sich die e-Potenzen heraus, da (2)" = n" - e™" sowie e"/(e*e" ) = 1
gilt.

(2) Hier l3sst sich die Gleichung intelligent aufteilen und etwas umstellen durch die Po-
tenzgesetze, da gilt: n” = n* - n" % AuBerdem lasst sich einmal /27 Kiirzen.

(3) Ist das Resultat nach dem Sortieren der Briiche anhand der Exponenten.

2. Substitution und Approximation der Wurzeln:

In diesem Teil des Beweises werden O-Notationen verwendet und ein grundlegendes Verstandnis
dieser vorausgesetzt.

Um das Breiter werden der Verteilung und das Abwandern des Erwartungswertes zu verhin-
dern standardisieren wir die Zufallsvariable, indem wir

 Su— B(S,)
o= )

definieren. Nun nimmt Z,, Werte z = 'f/_n% an, nach k£ umgestellt heiBt das

k =np+ z/npq

Multipliziert man diese Gleichung mit —(1) und addiert man n erhalt man einen 3hnlichen
Ausdruck fiir n — k:

n—k =nq — z/npq

Nun betrachten wir k - (n — k) fiir n — oo:

k(n —k) = (np + zy/npq) - (nqg — 2/npq) (4)
= n’pq + (nz\/ngp(q — p) — 2°npq) (5)
= n?pq + O(n) (6)

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erliutert:
(4) Die Formeln fiir k und n — k einsetzen.
(5) Das Distributivgesetz anwenden und nach der Potenz von n sortieren.

(6) n? geht fiir n — oo schneller nach unendlich als die linearen Restterme. Folglich sind
diese fiir die Abschatzung gegen unendlich im folgenden vernachlassigbar.



Setzen wir dieses Ergebnis nun in das Zwischenergebnis von Gleichung (3) ein, so erhalten
wir folgendes:

k
1 k
B W(np)
Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erldutert:
(7) Die Approximation verwenden.
(8) n Kiirzen und die Potenz-/Wurzelgesetze anwenden, um den Bruch zu vereinfachen.
(9) Den Kehrwert der Briiche bilden und die Wurzeln zusammenfassen.

Es ist bereits der korrekte konstante Faktor der gauBschen Glockenkurve erkennbar.

3. Taylor-Approximation des exponentiellen Teils:

Den restlichen Term formen wir um, indem wir ihn logarithmieren, um im Anschluss die
Approximationsformel fiir den Logarithmus verwenden zu kénnen. Diese wird ebenso wie
die Stirling-Formel im Anschluss bewiesen. Hierzu betrachten wir folgendes zuerst einzeln:

()¢

:_kln(:p> —(n—k:)ln(nn_qk> (11)
= —(np + 2/npq) ln<(np+zm> — (ng — 2y/npq) 1H<(nq_zm> (12)

np nq

= (—np — zy/npq) ln<1+z\/n7p) + (—ng + zy/npq) ln<1 _Z\/Z) (13)

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erldutert:

(10) Den Logarithmus anwenden.

(11) Logarithmengesetze fiir Potenzen anwenden.

(12) Gleichheit fiir & aus der Standardisierung einsetzen: k = np + z,/npq.

(13) Distributivgesetz fiir —1 anwenden und Briiche durch Aufteilen der Addition und

Einfligen der multiplikativen Identitat \/Q% (selbes fiir nq) vereinfachen.

Die Definition 4.3.5 beweist die Taylor-Approximation fiir den Logarithmus: In(1 — a) =
—a— 0‘72 +0(a?) und In(1+a) ~ a — %2 + O(a?) fiir a € (—00, 1). Hierbei steht O(a?)
fir die Landau-Notation. Wir definieren:

- |a. . /P

Um diese Approximation zu verwenden, muss sicher sein, dass —1 < |a| < 1. Das heiBt,
dass Vz € R : limy, oo —1 < |2z- | < 1. (Fiir z -y analog) Hierbei geniigt die Abschatzung
gegen unendlich, da wir die Anndherung nur fiir groBe Zahlen beweisen wollen.



Sei also z € N, dann betrachten wir;

Def q q n—oo
e N S

und —1<0<1

Da p und g konstante Parameter sind.

Betrachten wir nun die Logarithmen fiir die Taylor-Approximation naher:

(145 2) e - w O((=6")

J 3
=2\ s +O(G))
und fiir den anderen In analog:

= /%
1n<1—z p>~—z s ( q) 7)?)
ngq ngq 2
_ [P l o s
=—z ng  on +0((27)%) fallt wegen O weg

Setzen wir dies nun zuriick in Gleichung (12) ein, erhalten wir:

(—np — z/npq) In (1 + zﬁ) + (—ngq + 2/npq) 1n<1 — z\/nTD + 0(2%)

:(_np_zm)(z i—i-i- ((2/8)3)>

np  2np
+ (—ng + 2y/1pq)) (—2 %—anw“ 7)%) +0(=)
= (—npz nieran \/W\/>+O (z6)3)) + O(2%)
+ (ngz fq an;qp 2*\/npq \/> + O((2v)?
—np — 2/npq) (—ng + 2/npq) - 0((27)3)

/np /npq +O((
(24 (ng)® 7p \/ -I-O ((z7)?
nq 2

—np — z/npq) —ng + z/npq) - O((27)°%)
2 2

= (~aympg — g+ St + O((28 >3>> + (2yApg — 2°p+ S5+ O((=1)7)
+ (=np — 2/mpg) - O((B)°) + (=ng + zy/mpg) - O((=7)*)

2 2%p

~ (e = 50 + ey - D)

(14)



2

22q  Z*p z
= ——— — = —— 1
2
z
] (19)

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erldutert:
(14) Das Distributivgesetz anwenden.

(15) np und ng mithilfe des Quadrates in die Wurzel ziehen, sowie Kiirzen und Wur-

zeln zusammenfassen. Alle Terme mit z3 werden von O(z3) nach dessen Definition
»absorbiert “.

(16) mp und ng in den Wurzeln Kiirzen und Kommutativgesetz anwenden.

(17) Die Landau Terme konnen vernachlassigt werden, da diese Terme fiir n — oo gegen

0 gehen, sofern z beschrankt ist. Betrachte Hierzu Lemma 4.1.10 und Propositi-
on 4.1.11.

(18) —z\/npq + z/npq = 0 und Distributivgesetz (invers) anwenden.
(19) Esgilt p+ g =1, da ¢ = 1 — p definiert wurde.
22
Da e/™() = [ setzen wir nun e~z in Gleichung (9) ein, kommen wir zum finalen Ergebnis:
1 22
—— e 2
V21mnpq
—n 2
1 (k an)
= ———e 2 (20)
v 2mnpq

1 2npq
= Tnpqe( ) (21)

= N (np)(npg) = N (n)(0?) (22)

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erlautert:
(20) Riicksubstitution der Standardisierung.

P(S, = k) ~

(21) Der Bruch wurde quadriert und zusammengefasst.
(22) Definition der Standardnormalverteilung angewendet.

Daher konvergiert eine Binomialverteilte Zufallsvariable (fiir n — o) gegen die Dichte-
funktion der Normalverteilung. O

_ Lemma 4.1.10: Asymptotisches Verschwinden der Taylor-Restterme mit Prafix

Seien p € (0,1), ¢ = 1 — p und z Werte einer standardisierten, binomialverteilten
Zufallsvariable wobei z begrenzt ist. Fiir die Restterme der Taylor-Entwicklung des
Logarithmus multipliziert mit ihren jeweiligen Vorfaktoren gilt fiir n — oco:

(=np — 2y/1pq) - O((2)*) + (=ng + z/pq) - O((27)*) “==> 0

wobei 3 = nlp und v =, /n% definiert sind.

Beweis. Da z begrenzt ist, gilt: 3M € N : |z| < M. Wir betrachten exemplarisch den
ersten Summanden (der zweite Verhilt sich vollkommen analog). Da 8 =, /;L, verhilt

10



sich der Restterm dritter Ordnung beziiglich n wie folgt:

O((=6)") = o(zs, ( \/@3) i (Aff;/? | n31/2> o)

Nach der Definition der Landau-Notation existiert fiir hinreichend groBe n eine Konstante
C > 0, sodass der Betrag dieses Restterms durch C' - n=3/2 nach oben beschrankt ist.
Multiplizieren wir dies mit dem Betrag des Vorfaktors, erhalten wir mithilfe der Dreiecks-
ungleichung:

(—np — 2y/npq) - O(n~32)| < (np + |2|v/npq) - C - n~3/
= Cnpnf?’/z_’_c ‘Z|\/n7pq.n73/2

1 1
:C-p-%+0-\z|\/]7-ﬁ

Da C,p,q und z in diesem Fall von n unabhingige Konstanten sind und n im Nenner
unbegrenzt wichst, strebt dieser Ausdruck fiir n — oo gegen:

0+0=0

Fiir den zweiten Term mit v erfolgt der Beweis vdllig analog, womit die Summe beider
Terme ebenfalls gegen 0 konvergiert. O

Folgende Proposition ist leicht aus dem oberen Beweis ableitbar (aufgrund der Abschatzung
mit n~%/2 und der Betrachtung von z als beschrénkt) und wird daher nicht separat bewiesen.

Proposition 4.1.11: Asymptotisches Verschwinden der Taylor-Restterme ohne Prafix

Seien p € (0,1), ¢ = 1 — p und z Werte einer standardisierten, binomialverteilten
Zufallsvariable wobei z begrenzt ist. Fiir die Restterme der Taylor-Entwicklung des
Logarithmus gilt fiir n — oo:

O((28)*) + O((7)*) === 0

0(z%) =0

wobei 3 = /7L und v =, /;% definiert sind.

4.2 Stirling-Approximation

Die Stirling-Approximation ist eine mathematische Niherung zur Berechnung der Fakultit
einer Zahl. Die Approximation ist vorallem in der Stochastik und der statistischen Physik
ein unverzichtbares Werkzeug. Wir schauen sie daher im Folgenden im Detail an.

Satz 4.2.1: Stirlingformel

Fiir n — oo gilt nach STIRLINGS Approximation, dass

n n
n!l ~ 27rn<—)
e

11



Das bedeutet
li n! 1
im ——— =

[freitag1995-0j]

Beweis. Der Ausgangspunkt ist die nach Definition 4.4.1 definierte Gamma-Funktion

Wir schreiben den Integranden als Exponentialfunktion, dann haben wir
t* et = exp((z — 1) Int — 1)
also ist

I(z) = /OOO exp((z — 1) Int — £)dt

Setze t = zu und f(u) = Inu — u, dann erhalten wir

[(z) =" / u” e " dy (23)
0

=z / exp(z(lnu — u))du (24)
0

:x:‘-/ ey, (25)
0

Fiir groBe x wird das Integral durch die Umgebung des kritischen Punktes von f dominiert.
Diese erhalt man aus

Weiter gilt
1
f(u) = o also f"(1) = —1.

Damit besitzt f bei u = 1 einen stationdren Punkt, und wir entwickeln f dort bis zur
zweiten Ordnung:

f"(1) B (u—1)>2
Fuy 1)+ LBy 2y D2

Einsetzen liefert die lokale Approximation
o x
[(z) ~a%e™™ - / exp(—g(u - 1)2) du.
0

Da der Hauptbeitrag aus einer Umgebung von u = 1 stammt, kann das Integral asympto-
tisch auf R erweitert werden.

/_Z exp(~ 3 (u—1)°) du = \/ﬁ

I'(z) ~ V271 2" ze "

Damit erhilt man

12



4.3 Taylor-Approximation

Um eine Taylorpproximation fiir eine Funktion zu finden, miissen wir zunachst nachweisen,
dass die Funktion die wir approximieren wollen, (n-+1)-mal differenzierbar ist. Da wir unsere
Approximation nach dem quadratischen Term abbrechen werden geniigt es zu zeigen, dass
In(1 — z) dreimal differenzierbar ist.

Lemma 4.3.1
{ f(z) =In(1 — z) ist mindestens dreimal differenzierbar.

Beweis. Zum Beweis berechnen wir die drei Ableitungen.

fi@) = (n(1-2))

=1 i — (1—2z) Kettenregel
_ 1
T 1-z
7(@) = (/@)
1 /
-(-5)
_ =) A—2) - (1) - (A —a2)

Quotientenregel

(1)
_ ((11:;)2 da (—1) - (1 —2) =0
1
T (1)

= Quotientenregel

— - Y da (1) -(1-2)*=0

=~ Kettenregel

Nun haben wir nachgewiesen, dass die Funktion In(1 — x) dreimal differenzierbar ist.

Bemerkung 4.3.2

Mit einem Blick auf die Funktion und wie ihre Ableitungen gebildet werden, ist leicht zu
erkennen, dass In(z — 1) sogar unendlich oft differenzierbar ist.
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Bevor wir die Approximation nachweisen, ist eine formale Definition des Satzes von Taylor
und dem Taylorpolynom nétig, wobei letzteres aus dem Satz von Taylor folgt.

_ Satz 4.3.3: Satz von Taylor

Seien n € Ny, f : [a,b] — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und zo €
[a, b].
Dann gilt fiir alle z € [a, b] die Darstellung

= 1
@) =" 5P (@)@ - 20)* + Fu(a)
k=0
Es existiert ein (von z abhéngiges £ € I(xzg,x)), sodass fiir das Lagrange-Restglied
gilt:

Ra(z) = et D (E) (@ — o)™

(n+1)
[enders analysis 2024]

Bemerkung 4.3.4

Das Lagrange-Restglied ist in den meisten Fallen eine Funktion vom Grad n+ 1, aufgrund
des letzten Faktors. Es kann aber auch sein, dass das Lagrange-Restglied das Nullpolynom
ist, je nach Wahl von £ und der Auswertung von der n-ten Ableitung von f an der Stelle
&

Dadurch kénnen wir das Restglied auch auffassen als ein Element von O(z™). Nach der
Definition der Landaunotation gilt: fiir alle a,binR : a * 2™ 4 b liegt in O(z™). Man kann
somit das Landausymbol O als Ansammlung von Funktionen verstehen. Interessanterweise
gilt auch eine Relation zwischen den einzelnen , Landaumengen®. Fiir alle n in N : O(z")
istin O(2™*1). In der Informatik wird diese Notation genutzt, um asymptotische Verhalten
von beispielsweise Laufzeiten zu beschreiben. , Algortihmus A braucht asymptotisch so viel
Zeit in Abhangigkeit von der Eingabe, wie eine z™-Funktion“.

Die Definition des Taylorpolynoms entspringt direkt dem Satz von Taylor, nur ohne das
Lagrange-Restglied.

Definition 4.3.5: Taylorpolynom

n

Tt o (x) =
k=0

% - F®) (20)(z — @)*

[enders analysis"2024]

Bemerkung 4.3.6
Der Satz von Taylor liefert eine lokale Approximation an eine Funktion f durch das Tay-
lorpolynom.

Nun kdnnen wir unsere Approximation von In(1 —z) = —z — % + O(23) zeigen.
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Lemma 4.3.7

22
In(l—z)=—z— = + O(z?)

Beweis. Zunachst ist der Definitionsbereich von In(1 — x) gleicht dem Intervall (—o0, 1).

Zudem ist die Funktion In(1 — x) mindestens dreimal differenzierbar. Betrachten wir = €
(—o0,1) und zo = 0.

Das zweite Taylor-Polynom lautet

2

Tin(1-2),02( Z (In(1 = 20)) ¥ (2 — wo)"
k=0

1

=5 " In(1)- 1+1l (In(1))W . & ;‘-(ln(l))(Q)-xZ Lemma 4.3.1

:0+1-(—1)-aj+%-(—1)-$2

132

= —Tr — —

2
Aus dem Satz von Taylor (Satz 4.3.3) folgt somit:
22
In(l—z)=—-z— 5 + Ro(x)

wobei das Lagrange-Restglied etwa Ro(x) ~ O(x3), denn

1
Ry(z) = CEE (In(1 = €)@ (& — 0)+V
= _3(115)3 -2 fiir ein € € (0,2) Lemma 4.3.1

wobei nach der Landau-Notation gilt: a - ™ + b € O(z™)

1
= 73(1 — 6)3 : 133 S O(x3)7

da ﬁ konstant fiir ein £ im Intervall.

Da ¢ variabel ist (also von z abhingt), steht O(2?) stellvertretend fiir ein gut passendes

Polynom vom Grad 3.
2

= In(l-z)~-x-— % + O(x%)

Bemerkung 4.3.8

Aus der Definition folgt die Gleichheit beider Funktionen, aber genauer betrachtet kann
die In-Funktion nicht durch ein Polynom dargestellt werden. Es wird immer einen gewissen
Fehler geben. Da auch in abhangigkeit von = das & gewahlt wird, handelt es sich bei dem
Lagrange-Restglied nicht um ein Polynom, weil es sich dynamisch verandert.
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Im Plot kénnen wir sehen, dass beide Funktionen um unsere Entwicklungsstelle zg = 0
herum sehr dhnlich sind.

3,,
2,,
1,,
—4 -3 .22 1 1 2 3 4
z Y
—In(1 —x) —2 %
R Y Y

2

Abbildung 3: Darstellung der Funktionen In(1 — z) und —z — %

Wiirden wir die Entwicklung weiterfiihren, approximiert die violette Funktion (unser Taylor-
polynom) die orangene Funktion (In(1 — x)) immer weiter. Graphisch lasst sich erkennen,
dass fiir Werte im Intervall 1(—0.5,0.5) die Funktion In(1 — ) ~ —z=* plus ein kleiner
Fehler ist.

4.4 Gamma-Funktion

Zum nachfolgenden Betrachtung und des Beweises der Stirling-Approximation betrachten
wir nun die Gamma-Funktion, auch Eulersches Integral zweiter Gattung genannt. Sie
erweitert die Fakultatsfunktion von den natiirlichen Zahlen N auf reelle und komplexe Zahlen
(mit einigen Ausnahmen). Hier betrachten wir der Einfachheit halber nur die Gamma-
Funktion in R.

Definition 4.4.1: Gamma-Funktion

Sei x > 0 € R, dann ist die Gamma-Funktion definiert durch
I(x): RT - R
o0
T / t*~le~tdt
0
[nielsen1906]

Die Gamma-Funktion berechnet wie folgt die Fakultdt in N:

Satz 4.4.2: Vergleich mit der Fakultat

Fir n € N gilt:
I'(n+1) =n!
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4.5 Galtonbrett

Das Galtonbrett ist ein bekanntes Modell zur Veranschaulichung der Normalverteilung der
Stochastik. Es demonstriert visuell, wie aus einer Vielzahl von zufdlligen unabhingigen
Einzelereignissen eine feste mathematische GesetzmiaBigkeit entsteht. Naiv betrachtet ist
es nicht auf dem ersten Blick deutlich, dass aus der eigentlichen Binomialverteilung die
gauBsche Glockenkurve der Normalverteilung entsteht.

Das Galtonbrett wurde von dem britischen Naturforscher und Universalgelehrten Sir Francis
Galton (1822-1911) erfunden. Galton war ein Cousin von Charles Darwin und interessier-
te sich stark fiir die Vererbung menschlicher Eigenschaften, wie KérpergroBe oder Intelli-
genz [buchter’elementare’2005]. Er stellte auch fest, dass diese Eigenschaften in einer
Bevolkerung fast immer einer Glockenkurve der Normalverteilung folgten. Galton suchte
nach einem mechanischen Weg, um zu demonstrieren, wie die Vermischung vieler zufilliger
genetischer Beitrage der Eltern in der nachsten Generation wieder genau dieselbe Verteilung
von Mustern hervorbringt [pearl-mackenzie-2018]. Das Brett diente ihm also urspriinglich
als biologisches Analogiemodell fiir die Vererbung, bevor es zu einem Standardwerkzeug
der mathematischen Didaktik wurde, um den zentralen Grenzwertsatz zu visualisieren. Das
erste Mal hat Sir Francis Galtin das Brett am 17.02.1874 bei einer Vorlesung in der Royal
Society vorgestellt [kit-2022].

Das grundlegende Prinzip des Galtonbretts ist iiber die 150 Jahre hinweg vollig gleichge-
blieben, doch seine Anwendung und Form haben sich stark gewandelt.

e Der Anfang in den 1870er Jahren mit Galtons originalem Apparate war nicht viel
mehr als ein klobiger, holzerner Kisten mit Glasscheiben. Als ,,Kugeln" verwendete
er oft Bohnen (weshalb es im Englischen auch Bean Machine genannt wurde).

e Im 20ten Jahrhundert fand das mathematische Prinzip schnell Einzug in die Un-
terhaltungsindustrie. In Fernsehshows wurde es weltberiihmt — so etwa als das Spiel
» Plinko " in der US-amerikanischen Show The Price Is Right [pearl-mackenzie-2018]
oder in der deutschen Adaption ,, Der Preis ist heiB".

o Heute gibt es das Galtonbrett als prizise gefertigte Schreibtisch-Gadgets im Taschen-
format, bei denen Tausende winziger Stahlkugeln in lasergeschnittenen Kunststoffril-
len laufen. Zudem wird das Brett heute in Schulen und Universitdten meistens digital
als Computersimulation wie bei Galtonbrett mit variabler Wahrscheinlichkeit — Geo-
Gebra oder Galtonbrettsimulation genutzt, bei der man Parameter, wie die Fallwahr-
scheinlichkeit nach links oder rechts, flexibel verandern kann.

5 Arbeitsmaterialien

Stellen Sie lhre Arbeitsmaterialien hier dar.

Dies ist der zweitwichtigste Teil des Dokuments und soll (inhaltlich) auch den zweitgroBten
Teil des Dokuments ausmachen. Da Arbeitsmatierialien inhaltlich sehr unterschiedlich sind,
ist es schwierig, hier genaue Vorgaben zu machen. Eine Bastelanleitung mit Bastelbogen
hatte ja z.B. eine ganz andere Struktur als eine Sammlung von Aufgaben und kann schnell
ein paar Seiten umfassen...

Falls Sie Arbeitsmaterialien in separaten Dokumenten haben, erstellen Sie hier zumindest
eine kurze Beschreibung der entsprechenden Materialien.

Ein paar Anregungen fiir die Arbeitsmaterialien (kommt natiirlich auf das Thema an):

e Aufgaben
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https://www.geogebra.org/m/eayfksqh
https://www.geogebra.org/m/eayfksqh
https://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/galtonbrett.htm

e Musterlosungen bzw. Losungsskizzen
e Knobeleien
o Basteleien

Bitte bedenken Sie, zumindest Ldsungsskizzen zu den Aufgaben zu geben! Besser noch
vollstandige Musterldsungen. Als Lehrkraft ist es nicht immer einfach, die Lésungen schnell
zu finden und das Dokument soll ja den Lehrkraften die Arbeit erleichtern.

6 Zeitplan

Hier ist kein minutengenauer Zeitplan nétig, aber eine grobe Ubersicht iiber den Zeitplan ist
sinnvoll. Insbesondere, wie viel Zeit Sie fiir die einzelnen Themen bzw. Arbeitsmaterialien
veranschlagen.

Das ganze muss nicht in eine Doppelstunde passen, aber es ist sinnvoll, wenn Sie die
normalen Doppelstunden als grobe Richtlinie verwenden. Der Zeitplan kann z.B. gerne als
eine Tabelle dargestellt werden.

7 Weiterfiihrende ldeen

Da Sie ja umfangreich recherchiert haben, werden Sie deutlich mehr Material haben, als
Sie in diesem Dokument unterbringen kdnnen. Hier kdnnen Sie lhre weiterfiihrenden Ideen
kurz darstellen. Vergessen Sie nicht, auch hier die Quellen anzugeben!

8 Einordnung in den Lehrplan

Ein erster Kontakt mit der Binomialverteilung tritt in Form von Binomialkoeffizienten in
der zehnten Klasse des Gymnasiums als Teil der Niveaustufe H auf ([lisum-2023]).

Vertieft wird die Binomialverteilung dann im zweiten Semester der Oberstufe und wird im
vierten Semester durch die Normalverteilung erganzt ([lisum-2022]).

A Anhang 1

Hier konnen Sie weitere Materialien, die fiir die Bearbeitung des Themas relevant sind,
bereitstellen. Das konnen zum Beispiel Arbeitsblatter, Ubungsaufgaben, Losungen, wei-
terfiihrende Literatur oder auch Links zu Online-Ressourcen sein.

B Anhang 2

Wenn Sie verschiedene Materialien bereitstellen mochten, kénnen Sie auch mehrere Anhénge
erstellen. Achten Sie darauf, dass die Materialien gut strukturiert und leicht zugénglich sind,
damit sie spater gut nutzbar sind.
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