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3 7ZSG Movire-Laplace

Das Galtonbrett ldsst sich wir folgt formal mathematisch formulieren:

Definition 3.1: Modell des Galtonbretts

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Fall einer Murmel durch ein Galtonbrett mit m € N Reihen wird modelliert
durch eine Folge von stochastisch unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, Xa,...,Xp, wobei X; € {0,1}. Dabei beschreibt X; = 1 den Fall nach rechts in der
i-ten Reihe und X; = 0 den Fall nach links. Die Wahrscheinlichkeit sei P(X; = 1) = p und
P(X;=0)=1-—p=q. Bei einem symmetrischen Brett gilt p = ¢ = 0.5.

Die Endposition der Murmel im Fach &k € {0,1,...,n} wird durch die Summe der Rechtsab-
biegungen beschrieben. Wir definieren die Zufallsvariable:

Hierbei ist S,, Binomialverteilt.

Aufgabe 1: Um die Definition genauer zu verstehten, ordne die in der Definition hervorgehobenen
Teile den Folgenden Abbildungen des Galtonbrettes zu:
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Grafik 1: Darstellung des Galtonbretts nach Grafik 2: Darstellung des Falls einer Murmel
Briinner (2025) im Galtonbrett.

Aufgabe 2: Sobald sehr viele Murmeln durch das Galtonbrett gewandert sind, entsteht eine
Verteilung, wie in Grafik 3 fiir ein symmetrisches Brett dargestellt wird.

1. Probiere das ganze selbst einmal auf folgender Website aus: https://www.arndt-bruenner.
de/mathe/scripts/galtonbrett.htm.
Was fallt dir auf?
Achtung: stelle p = 0,5 fir ein symmetrisches Brett ein!
Die Verteilung entspricht einer Binomialverteilung.

2. Recherchiere selbststandig und zeichne den Graphen der Normalverteilung tiber die Verteilung
des Galtonbrettes ein:
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Grafik 3: Galtonbrett nach c.a. 7000 durchgefallenen Murmeln nach Briinner (2025)

3. Wiederhole oder Recherchiere selbststéandig die Eigenschaften der Normalverteilung und Ver-
gleiche diese mit der Binomialverteilung (die Verteilung des Galtonbrettes):

Normalverteilung Binomialverteilung
Stetig Diskret
Parameter u, o Parameter n, p
Glockenkurve Histogramm
n— _liz=py2
P(X =k) = ()p"(1—p)"* fla) = Jee 25

Wir wollen nun das schéne mathematische Phdnomen, welches sich in Aufgabe 2.2 offenbart,
genauer betrachten. Hierzu formulieren wir dies zuerst mathematisch formal sauber:

Satz 3.2: Zentraler Grenzwertsatz von de Movire-Laplace

Sei Sy, ~ Biny, ;, die Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Bernoulli-Versuchen mit Erfol-
gswahrscheinlichkeit p € (0,1) und sei ¢ = 1—p die Gegenwahrscheinlichkeit. (Beispielsweise
bei einem Galtonbrett)

Fiir grofie n lasst sich die Wahrscheinlichkeit, dass S,, den Wert k € {z|x € Ng A z < n}
annimmt, durch die Dichtefunktion der Normalverteilung annéhern:

P(S, = k) NN(MaU2)

wobei E(X) = p, Var(X) = 02 und k;’;’; begrenzt ist.

Diesen Satz wollen wir nun Semi-Formal beweisen.
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Aufgabe 3: Fiille die Liicken im Beweis aus. Wenn du dir unsicher bist kannst du dir alle fehlenden
Textbausteine auf dem Zusatzblatt ansehen.

1. Bevor wir den Satz beweisen, ist es wichtig, die Aussage zu verstehen. Formuliere die Ker-
naussage den Satzes kurz in eigenen Worten:
Die Binomialverteilung ldsst sich mithilfe der Normalverteilung fiir eine hohe Anzahl an
Durchfiihrungen approximieren.

2. Zuerst muss uns nochmal klar werden, was unser Ausgangspunkt und und das Ziel ist: Aus-

gangspunkt: P(S, = k) = Wﬁk,)!pkqnfk
. 2 1 (7(762_'”17)2)
Ziel: N(p,0%) = N(np)(npq) = NI e

3. Wir wollen die Binomialverteilung als diskrete Verteilung in eine stetige Verteilung iiberfiihren.
Das Aspekt der Binomialverteilung welcher die Diskretheit forciert, ist die Fakultdt. Die
Fakultét der Reelen Zahlen ist die so genannte Gamma (I') Funktion.

Zeichne in dem folgenden Koordinatensystem, in dem auch die Gammafunktion abgebildet
ist, die Funktionswerte der Fakultét (welche nur auf N definiert ist) fiir « € {0, 1,2, 3,4} ein:

25 1%

—— Fortsetzung
e Fakultat x!

Mithilfe dieser Funktion ldsst sich die Fakultat leicht approximieren. Diese Approximation
nennt sich Sterling Approximation und besagt:

n! ~ V2mn (g)n ~T'(n)

Setzen wir das in die Gleichung fiir P(S,, = k) ein, erhalten wir nach umstellen:

n—k
P(S, = k) ~ \/%? k(n—k) (?p)k (nqk)

4. Aus dieser Formel lésst sich nun leicht schon einmal der Vorfaktor der Normalverteilung
erschliefen. Hierzu und zu Vereinfachung weiterer Rechnungen standardisieren wir S,,. Dies
entspricht auch einer einfachen Substitution und daher vollkommen legitim. Hierzu definieren
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wir:

Sn - E(Sn)
B U(Sn)

nimmt Z,, die folgenden Werte an:
k—np

v npq

Nach dem Umstellen nach k und n — k folgt dann:

k=np+ zy/npq

n—k=nq— zy/npq

Multiplizieren wir nun diese beiden Ausdriicke miteinander erhalten wir:

k(n — k) = n’pq + (nzy/ngp(q — p) — z°npq)

Da wir uns nur fiir eine groe Anzahl an Durchfiihrungen also grofie n (n — c0) interessieren,
ist beobachtbar, dass fiir grofie n der lineare Teil kaum noch einen Einfluss auf den Term hat.
Daher kann dieser in diesem Fall weggelassen werden. Daher gilt:

k(n — k) ~ n’pq

Setzen wir dies nun in unsere diskrete Variante von P(.S,, = k) ein, erhalten wir den passenden
Vortfaktor:

—_

B kN " (n—k\ T
~ /2mnpg \ np nq
5. Zum Schluss miissen wir noch die e-Funktion mit in die Gleichung bekommen. Das kénnen
wir machen, indem wir die Identitéit ausnutzen: z = e'(®). Also gilt insbesondere, dass:

—k —n-+k - —n
P =k = (B} T (2E) T g anrsi=) (o () () )
V2mnpg \ np nq

Beschreibe kurz, was genau die obere Gleichung aussagt und wieso wir einfach die e-Funktion
und den (natiirlichen)Logarithmus anwenden kénnen!

Da e(in(z)) = = konnen wir diese Identitdt auf beide Seiten der Gleichung anwenden, ohne
das Ergebnis zu verdndern. Der Logarithmus ist nur fiir > 0 definiert, das bereitet hier
aber keine Probleme, da 0 < P(S,, = k) <=1 gilt (weil Binomialverteilung).

b~
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Im Folgenden betrachten wir erst mal nur den Ausdruck im In() welchen wir mithilfe der
Logarithmengesetze umformen koénnen:

In ((:;3) - (nnqk) —"+k> — (“np—z/ipg) In <1 + Z@)—I—(—nq—l—z@) In (1 - z\/g>

Nenne die Rechengesetze und Substitutionen, welche vermutlich fiir diese Umformung genutzt
wurden!

In(A- B) =In(A) + In(B)
In(A%) =z - In(A)

Sowie die Substitutionen von k und n-k.

Diese Darstellung des Thermes sieht zwar erst mal gréfler aus, hat aber den Vorteil, dass
er aus zwei sich sehr dhnlich aussehenden Teilen besteht. Das machen wir uns zu Nutzen!
Mithilfe der Tailor-Approximation fiir den Logarithmus lassen sich ndmlich folgende Ab-

schatzungen beweisen:
2

a
1 — ~ — _—
In(l—a) a--

a2

In(1 ~o— —
n(l+a) ~a«a 5

Mithilfe einiger Umformungen zufallen dadurch die sich &hnlich sehenden Terme, was zu
folgendem, erstaunlichem, Resultat fiithrt:

(=np = zy/npq) In (1 + Z\/nTp> + (—ng + 2y/mpg) In (1 - Z\/Z) - _Z;

Zusatzaufgabe:

Rechne dieses Resultat nach! Siehe Mathematischer Hintergrund.

Setzen wir dieses Ergebnis nun wieder in unsere letzte Version von P(S,, = k) ein, erhalten
wir das, was wir beweisen wollten:

]. 52
P(S,=k)~ ——e" 7
( ) \/27mpqe ’
1 (t7)”
= —¢€ 2

V2mnpgq

_ 1 ()
V2mnpgq

= N(np)(npq) = N (p)(c?)

Daher konvergiert eine Binomialverteilte Zufallsvariable (fiir n — oo) gegen die Dichtefunk-
tion der Normalverteilung.
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