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1 Einleitung

Wichtig: Dieses Dokument hier soll nicht mehr als 30 Seiten umfassen (mehr bitte nur
nach Absprache).

Ziel des Seminars ist die Ausarbeitung eines ,,rundum-sorglos-Pakets" fiir eine Einheit in
einem Matheclub, einer Mathe-AG oder einer dhnlichen Veranstaltung an einem Gymna-
sium. Unter einer Einheit ist nicht zwingend eine Doppelstunde zu verstehen, aber eine
Doppelstunde soll mindestens mit Inhalt gefiillt werden.

Besonders wichtig ist es die folgenden Punkte zu beachten:

1. Es handelt sich um ein Zusatzangebot (Freizeit!) fir die Schilerinnen und Schiler.
Der SpaB an der Mathematik darf also auf keinen Fall zu kurz kommen.

2. Mathclubs sind in der Regel nach Jahrgangen aufgeteilt. Bei uns sollen als Zielgruppe
die Klassenstufen 9-12 angenommen werden. Wahlen Sie sinnvoll eine Klassenstufe
aus, fir die sich ihr Thema eignet. Welche Voraussetzungen bringen die Schilerinnen
und Schiiler mit?

3. Gehen Sie davon aus, dass Sie es mit motivierten Schilerinnen und Schilern zu
tun haben. Die Kinder erwarten klare Argumente, Beweise, etc., die auch iber den



Lehrplan (deutlich) hinaus gehen.
4. Uberlegen Sie, woran Sie SpaB hitten. Seien Sie kreativ!

Wir wollen eine Datenbank fiir Mathe-Clubs aufbauen. Daher ist eine einheitliche Struktur
aller Datensatze zwingend erforderlich. Es sind somit einige technische Punkte zu beachten:

= Halten Sie sich bitte streng an die vorgegebene Latex-Vorlage (inklusive Ordner- und
Dateistruktur).

Die Einleitung soll einen kurzen Uberblick iiber den Inhalt des Dokuments geben. Sie soll den
Leser neugierig machen und ihn dazu bringen, weiterzulesen. Hier gehéren gegebenenfalls
(nicht zwingend notwendig!) auch eine geschichtliche Einordnung und Anekdoten hinein
(als Unterkapitel).

2 Kernideen

Ziel des Kapitels ist es, der Leserschaft auf einen Blick die zentralen Ideen zu prasentieren.

Beschreiben Sie hier also knapp die mathematische Fragestellung. Es soll klar der mathema-
tische Rahmen umrissen werden und die Fragestellung in den gréBeren Kontext eingeordnet
werden.

Falls es einen zentralen Satz gibt, der die Fragestellung beantwortet, dann kann dieser hier
auch genannt werden (auch wenn er spater nochmal auftaucht und bewiesen wird).

Ansonsten soll die Fragestellung zwar klar umrissen werden, aber eher informell beschrieben
werden.

3 Stichworte

Die folgenden Stichworte decken in etwa den Inhalt des ausgearbeiteten Themengebietes
ab:

= Stochastik

= Welche fundamentalen Ideen werden behandelt?
= zentraler Grenzwertsatz als ,,Mittelpunkt"
= Binomial- zu Normalverteilung

= Satz von de Moivre

= Satz von Lalplace

= Pascalsches Dreieck

= Kreiszahl 7

= Stirling-Approximation

= Gamma-Funktion

= Klasse 8 bis 10

4 Mathematischer Hintergrund

Dies ist der zentrale Teil des Dokuments und soll (inhaltlich) den groBten Teil des Doku-
ments ausmachen.



4.1 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Das Galton-Brett (nach Francis Galton) dient der Veranschaulichung der Binomialvertei-
lung und der experimentellen Bestatigung vom Zentralen Grenzwertsatz im Spezialfall der
Binomialverteilung. Im Folgenden formalisieren wir den Weg einer Kugel durch das Brett
als stochastischen Prozess als Binomialverteilung und Beweisen anschlieBend den Zentralen
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace.

Definition 4.1.1: Modell des Galton Brett

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Fall einer Kugel durch ein Galton-Brett mit n € N Reihen wird modelliert durch
eine Folge von stochastisch unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, Xo,...,X,, wobei X; € {0,1}. Dabei beschreibt X; = 1 den Fall nach rechts
in der i-ten Reihe und X; = 0 den Fall nach links. Die Wahrscheinlichkeit sei
P(X; =1) =pund P(X; =0) =1 —p = q. Bei einem symmetrischen Brett gilt
p=q=0.5.

Hierbei ist anzumerken, dass jedes X; Bernoulliverteilt ist, da

p wenn z =1

Q2 ={1,0} und P(Xi:ac):{
1—p wennzx =0

Somit lasst sich auch X; ~ By 5 schreiben.
Um jeden Ausgang des Galton-Brettes durchnummeriert von links nach rechts unterscheiden
zu kénnen, definieren wir uns eine weitere Zufallsvariable Sn wie folgt:

Definition 4.1.2: Zufallsvariable 5,

Die Endposition der Kugel im Fach k € {0,1,...,n} wird durch die Summe der
Rechtsabbiegungen beschrieben. Wir definieren die Zufallsvariable:

AnschlieBend ist folgendes zu bemerken:

Satz 4.1.3: Verteilung der Endposition

Die Zufallsvariable S,,, ist binomialverteilt mit den Parametern n und p. Daher gilt
Sn ~ Bingp

Beweis. Nach Definition 4.1.1 und Definition 4.1.2 ist S,, die Summe von n unabhangigen
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X; ~ B,,. Also stellt \S,, die Anzahl der Erfolge von n-
Wiederholungen von unabhangigen identisch Bernoulli-verteilten Zufallsexperimenten dar.
Daraus folgt, dass das Galton-Brett mit der Zufallsvariable .S,, eine Binomialmodell darstellt
und somit die Binomialverteilung nach Definition eine Zahldichte definiert. Daher gilt: .S,, ~
Bing O

Anhand des Galton-Brettes lasst sich nun wie bereits beschrieben leicht erkennen, dass
bei n — oo Kugeln sich die Verteilung der Kugeln in der Auffangung der Verteilung der
Glockenkurve der Normalverteilung annahert.



_ Satz 4.1.4: Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

Sei S, ~ Biny, ), die Anzahl der Erfolge bei n unabhédngigen Bernoulli-Versuchen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1) und sei ¢ = 1 — p. Fir groBe n lasst sich die
Wabhrscheinlichkeit, dass S;,, genau den Wert k£ annimmt, durch die Dichtefunktion
der Normalverteilung annahern:

= (Mt L o (k—np)?

Beweis. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf drei Approximationen: Der Stirling-Formel
fur die Fakultaten, der Vereinfachung der Wurzelausdriicke fiir groBe n sowie der Taylor-
Entwicklung des natiirlichen Logarithmus zur Herleitung der Exponentialfunktion. Diese 3
Approximationen werden in diesem Beweis als wahr angenommen, jedoch in der Folgenden
Arbeit weiter analysiert und bewiesen.

1. Anwendung der Stirling-Formel:
Wir beginnen mit der Definition der Binomialwahrscheinlichkeit:

k

n! _
P(S, =k) = "

kl(n — k)

Nach Satz 4.5.1 gilt fiir groBe Zahlen ndherungsweise n! ~ \/27m(%)n. Ersetzen wir n!, k!
und (n — k)! durch diese Naherung:

\ 2””(%)n kE n—k

P(S,=k)~ — q
(VZrk(5)") (/27 (n — k) (M)( )
= nlvem i (1)
kEN2mk(n — k)= /27 (n — k)
\/ﬁ -nf .k k n—k (2)

= Vi — )k (n— Ry
- s () () ®)
CV2r\V kn—k)\ Kk n—k
Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erlautert:
(1) Hier heben sich die e-Potenzen heraus, da (2)" = n" - e™" sowie e"/(efe" ) = 1
gilt.

(2) Hier lasst sich die Gleichung intelligent aufteilen und etwas umstellen durch die Po-
tenzgesetze, da gilt: n® = n* - n»~* AuBerdem lasst sich einmal /27 Kiirzen.

(3) Ist das Resultat nach dem Sortieren der Briiche anhand der Exponenten
2. Substitution und Approximation der Wurzeln:
Um das breiter werden der Verteilung und das Abwandern des Erwartungswertes zu verhin-
dern standardisieren wir die Zufallsvariable, indem wir
Sp—E(X,) k—mnp
o(Sh) B N

k—np
Vv 1pq

k =np+ x\/npq

Zy =

definieren. Nun nimmt Z,, Werte z = an, nach k£ und nach n — k umgestellt heiBt das



n —k =nqg — x\/npq

Nun betrachten wir k- (n — k) fir n — oo:

k(n — k) = (np + 2/npg) - (ng — z/npq) (4)
=n’pq + (nzy/ngp(q — p) — Z*npq) (5)
n20 200 (6)

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erlautert:
(4) Formeln fir k und n — k einsetzen
(5) Distributivgesetz anwenden und nach Potenz von n sortieren

(6) n? geht fiir n — oo schneller nach unendlich als die linearen Restterme. Folglich sind
diese fiir die Abschatzung gegen unendlich vernachlassigbar.

Setzen wir dieses Ergebnis nun in das Zwischenergebnis von Gleichung (3) ein erhalten wir

folgendes:
1 n np\k [ nq n—k
P(Sn_k)_\/ﬂ k(n—k‘(k) <n—k:>
1 n_(np\k( nq n—k
NG n2pq< k ) (n—k) (7)
1 1 np\k [ ng n—k
Vo npq( k ) <n—k> (8)
-~ 27npg \ np ng

Im Folgenden werden die nummerierten Schritte der Gleichungsketten erlautert:
(7) Approximation verwenden
(8) n Kiirzen und Potenz-/Wurzelgesetze anwenden um Bruch zu vereinfachen
(9) Kehrwert der Briiche Bilden und Wurzeln zusammenfassen

Es ist bereits der korrekte konstante Faktor der GauBschen Glockenkurve erkennbar.

3. Taylor-Approximation des exponentiellen Teils:

Den restlichen Term formen wir um, indem wir ihn logarithmieren um im Anschluss die
Approximationsformel fiir den Logarithmus verwenden zu kénnen. Diese wird ebenso wie
die Sterling-Formel im Anschluss bewiesen. Hierzu betrachten wir folgendes zuerst einzeln:

() (59 g

:—k:ln(nkp) —(n—k:)ln<n7;]k> (11)
— (np + 2/70) ln(W) — (ng — x/7Pq) m(W) (12)
= (—np — x\/npq) ln<1+z\/g> + (—ng + z/npq) ln<1+z\/n€> (13)

a2

Die Taylor-Approximation besagt: In(1 — ) ~ o — % + O(z®) Betrachten wir nun die
Logarithmen fiir die Tailorapproximation naher:

m(lm /Q) o [ LNV
np np 2



und fiir den anderen In analog:

Setzen wir dies nun zuriick in Gleichung (13) ein, erhalten wir:

(—np — x/npq) ln<1+z\/g> + (—ng + z/npq) ln(l—kz\/n?;) (14)

2 2
— a4 _*r4q T A 3
= (=np —oy/mpg) (e[ = 500+ OB) + (=ng +ay/mp) (—ey [0 = 50 4 0())
(15)
2
L q npwq P ngr’p 3 3
= (—npx np onp — 2%\ /npq \/7%—0 (nqx nq+ ong x”\/npq nq+0(x ))
(16)
2 2 2
—(—w\/—(np)quM—xQ L 0@® Y A Ll \/7+O
np 2 np
2 2
= (—aypg —a%q + 51 +O0(3)) + (/mpq — a’p = - + 0(3)) (18)
= () (19)
O

4.2 Pascalsches Dreieck

Das Pascalsche Dreieck ist ein geometrisches Dreieck aus Zahlen, das sich unendlich nach
unten fortsetzt und dabei die Binomialkoeffizienten reprasentiert.

Definition 4.2.1: Binomialkoeffizienten?!

Fir n € No und k € {0,...,n} definieren wir den Binomialkoeffizienten

)

wobei die Zahl (}) die Anzahl der Méglichkeiten, aus einer n-elementigen Menge
genau k-Elemente auszuwahlen, angibt.

Aus dieser Definition entwickeln wir das Pascalsche Dreieck.



Definition 4.2.2: Pascalsches Dreieck

Das Pascalsche Dreieck ist das unendliche Zahlenschema

P = (pn,k)neNo,ogkgn

- n
Pnk = k

Die ersten Zeilen des Pascalschen Dreiecks lauten

mit

~ Satz 4.2.3: Pascalsche Rekursion

Firmn>1und 1 <k <n-—1gilt

n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k
Bemerkung 4.2.4

Diese Beziehung erklart die Entstehung jeder inneren Zahl als Summe der beiden dariiber-
liegenden Zahlen.

Beweis. Sei M eine Menge mit n Elementen. Wahle z € M fest.
Wir zahlen die k-elementigen Teilmengen von M.

= Enthalt eine Teilmenge das Element x, dann missen noch £ — 1 Elemente aus den
n — 1 verbleibenden Elementen gewahlt werden. Wir erhalten

n—1
-y
= Enthalt eine Teilmenge das x nicht, werden k& Elemente aus den verbleibenden n — 1
Elementen gewahlt, also
n—1
(")

Aufrund der Disjunkteit beider Falle und der Erfassung aller k-elementigen Teilmengen,
folgt

n\y (n-—1 n n—1

k) \k—1 k

4.3 Taylor-Approximation

Um eine Taylorpproximation fiir eine Funktion zu finden, missen wir zunachst nachweisen,
dass die Funktion die wir approximieren wollen, (n+1)-mal differenzierbar ist. Da wir unsere



Approximation nach dem quadratischen Term abbrechen werden genligt es zu zeigen, dass
In(1 — ) dreimal differenzierbar ist.

f(z) =1In(1 — z) ist mindestens dreimal differenzierbar.

{ Lemma 4.3.1

Beweis. Zum Beweis berechnen wir die drei Ableitungen.

fi@) = (In(1-2))

= (1—2z) Kettenregel

= Quotientenregel

— 1_ da(-1)-(1-2)=0

= Quotientenregel

SRSl da (1) -(1-2)*=0

Kettenregel

Nun haben wir nachgewiesen, dass die Funktion In(1 — ) dreimal differenzierbar ist.

Bemerkung 4.3.2

Mit einem Blick auf die Funktion und wie ihre Ableitungen gebildet werden, ist leicht zu
erkennen, dass In(x — 1) sogar unendlich oft differenzierbar ist.

Bevor wir die Approximation nachweisen ist eine formale Definition des Satzes von Taylor
und dem Taylorpolynom nétig, wobei letzteres aus dem Satz von Taylor folgt.



_ Satz 4.3.3: Satz von Taylor?

Seien n € Ny, f : [a,b] — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und zy €
[a, b].
Dann gilt fiir alle = € [a, b] die Darstellung

n

F() = 30 = /O @)@ — 7o) + Ra(a)

k=0

Es existiert ein (von x abhangiges £ € I(x,x)), sodass fiir das Lagrange-Restglied

gilt: .
Ry (z) = mf(n+1)(f)($ — @)™

Bemerkung 4.3.4

Das Lagrange-Restglied ist in dein meisten Fallen eine Funktion vom Grad n+ 1, aufgrund
des letzten Faktors. Es kann aber auch sein, dass das Lagrange-Restglied das Nullpolynom
ist, je nach Wahl von £ und der Auswertung von der n-ten Ableitung von f an der Stelle
€.

Dadurch konnen wir das Restglied auch auffassen als ein Element von O(z™). Nach der
Definition der Landaunotation gilt: fiir alle a, binR : a x 2™ 4 b liegt in O(z™). Man kann
somit das Landausymbol O als Ansammlung von Funktionen verstehen. Interessanterweise
gilt auch eine Relation zwischen den einzelnen ,Landaumengen®. Fiir alle n in N : O(z™)
ist in O(z™*1). In der Informatik wird diese Notation genutzt, um asymptotische Verhalten
von beispielsweise Laufzeiten zu beschreiben. , Algortihmus A braucht asymptotisch so viel
Zeit in Abhangigkeit von der Eingabe, wie eine z"-Funktion®.

Die Definition des Taylorpolynoms entspringt direkt dem Satz von Taylor, nur ohne das
Lagrange-Restglied.

Definition 4.3.5: Taylorpolynom

n

Tt aom(T) =Y % - ) (zo) (& — zo)*

k=0

Bemerkung 4.3.6

Der Satz von Taylor liefert eine lokale Approximation an eine Funktion f durch das Tay-
lorpolynom.

Nun kénnen wir unsere Approximation von In(1 — z) = —z — % + O(z3) zeigen.

Lemma 4.3.7

2

In(l—z)=—-z— % +O(x?)

Beweis. Zunachst ist der Definitionsbereich von In(1 — z) gleicht dem Intervall (—o0, 1).

Zudem ist die Funktion In(1 — x) mindestens dreimal differenzierbar. Betrachten wir x €



(—00,1) und g = 0.
Das zweite Taylor-Polynom lautet

2
1
Tin(1-x)02( Zl? (In(1 = 20)) ¥ (2 — wo)"
k=0

1 1
=5 In(1)- 1+F-(1n(1))<1>-;c+§-(1n(1))<2>-x2 Lemma 4.3.1
1
:O—l—l-(—l)-x+§-(—1)-x2
_ .z
e €T 2

Aus dem Satz von Taylor (Satz 4.3.3) folgt somit:
2

In(l—z)=—z— % + Ro(x)

wobei das Lagrange-Restglied etwa Ra(x) ~ O(x3), denn

1
Ra(e) = oy - (= )4 (- 040
— _3(1i£)3 -z firein € € (0,2) Lemma 4.3.1

wobei nach der Landau-Notation gilt: a - 2" + b € O(z")

= . 2% € O(x?),

3(1-¢)°
da ﬁ konstant fiir ein £ im Intervall.

Da ¢ variabel ist (also von z abhingt), steht O(2?) stellvertretend fiir ein gut passendes

Polynom vom Grad 3.
2

= In(l-z)~-—-z-— 5 + O(x%)

Bemerkung 4.3.8

Aus der Definition folgt die Gleichheit beider Funktionen, aber genauer betrachtet kann
die In-Funktion nicht durch ein Polynom dargestellt werden. Es wird immer einen gewissen
Fehler geben. Da auch in abhangigkeit von = das £ gewahlt wird, handelt es sich bei dem
Lagrange-Restglied nicht um ein Polynom, weil es sich dynamisch verdndert.

Im Plot kénnen wir sehen, dass beide Funktionen um unsere Entwicklungsstelle zg = 0
herum sehr dhnlich sind.

10
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Abbildung 1: Darstellung der Funktionen In(1 — ) und —z — %~

Wiirden wir die Entwicklung weiterfiihren, approximiert die violette Funktion (unser Taylor-
polynom) die orangene Funktion (In(1 — z)) immer weiter. Graphisch l3sst sich erkennen,
dass fiir Werte im Intervall 1(—0.5,0.5) die Funktion In(1 — x) ~ —z=* plus ein kleiner
Fehler ist.

4.4 Gamma-Funktion

Zum nachfolgenden Betrachtung und des Beweises der Stirling-Approximation betrachten
wir nun die Gamma-Funktion, auch Eulersches Integral zweiter Gattung genannt. Sie
erweitert die Fakultatsfunktion von den natiirlichen Zahlen N auf reelle und komplexe Zahlen
(mit einigen Ausnahmen). Hier betrachten wir der Einfachheit halber nur die Gamma-
Funktion in R.

Definition 4.4.1: Gamma-Funktion

Sei z > 0 € R, dann ist die Gamma-Funktion definiert durch

I'(z):RT =R

o0
x>—>/ t*~letdt
0

Die Gamma-Funktion berechnet wie folgt die Fakultat in N:

Satz 4.4.2: Vergleich mit der Fakultadt

Fir n € N gilt:
I'(n+1) =n!

4.5 Stirling-Approximation

Die Stirling-Approximation ist eine mathematische Naherung zur Berechnung der Fakultat
einer Zahl. Die Approximation ist vorallem in der Stochastik und der statistischen Physik
ein unverzichtbares Werkzeug. Wir schauen sie daher im Folgenden im Detail an.

11



_ Satz 4.5.1: Stirlingformel

Fir n — oo gilt nach STIRLINGS Approximation, dass

n n
n! ~ 27m<—)
e

Das bedeutet
I n! 1
im —— =

Beweis. Der Ausgangspunkt ist die nach Definition 4.4.1 definierte Gamma-Funktion

Wir schreiben den Integranden als Exponentialfunktion, dann haben wir
t* et = exp((z — 1) Int — 1)
also ist

[(x) = /Ooo exp((z — 1) Int — t)dt

Setze t = zu und f(u) = Inu — u, dann erhalten wir

o0
I(z) =2a" / u” e M du (20)
0
=z / exp(z(Inu — u))du (21)
0
=" / Wy (22)
0

Fir groBe a wird das Integral durch die Umgebung des kritischen Punktes von f dominiert.
Diese erhalt man aus

f’(u):l—lz() = u=1
u

Weiter gilt
1
f(u) = o also (1) = —1.

Damit besitzt f bei u = 1 einen stationdren Punkt, und wir entwickeln f dort bis zur
zweiten Ordnung:

.,

(u—1
2 ( '

2

flu) = f(1) + —1)7=-1-

Einsetzen liefert die lokale Approximation

[(z) ~ 2% " - /000 exp(—g(u - 1)2> du.

Da der Hauptbeitrag aus einer Umgebung von u = 1 stammt, kann das Integral asympto-
tisch auf R erweitert werden.

/Z exp(—g(u - 1)2) du = \/ﬁ

12



Damit erhalt man

[(z) ~ V271 2" e 7,

5 Arbeitsmaterialien

Stellen Sie lhre Arbeitsmaterialien hier dar.

Dies ist der zweitwichtigste Teil des Dokuments und soll (inhaltlich) auch den zweitgroBten
Teil des Dokuments ausmachen. Da Arbeitsmatierialien inhaltlich sehr unterschiedlich sind,
ist es schwierig, hier genaue Vorgaben zu machen. Eine Bastelanleitung mit Bastelbogen
hatte ja z.B. eine ganz andere Struktur als eine Sammlung von Aufgaben und kann schnell
ein paar Seiten umfassen...

Falls Sie Arbeitsmaterialien in separaten Dokumenten haben, erstellen Sie hier zumindest
eine kurze Beschreibung der entsprechenden Materialien.

Ein paar Anregungen fiir die Arbeitsmaterialien (kommt natirlich auf das Thema an):
= Aufgaben
» Mousterlésungen bzw. Lésungsskizzen
= Knobeleien
= Basteleien

Bitte bedenken Sie, zumindest Ldsungsskizzen zu den Aufgaben zu geben! Besser noch
vollstdndige Musterldsungen. Als Lehrkraft ist es nicht immer einfach, die Lésungen schnell
zu finden und das Dokument soll ja den Lehrkréaften die Arbeit erleichtern.

6 Zeitplan

Hier ist kein minutengenauer Zeitplan nétig, aber eine grobe Ubersicht iiber den Zeitplan ist
sinnvoll. Insbesondere, wie viel Zeit Sie fir die einzelnen Themen bzw. Arbeitsmaterialien
veranschlagen.

Das ganze muss nicht in eine Doppelstunde passen, aber es ist sinnvoll, wenn Sie die
normalen Doppelstunden als grobe Richtlinie verwenden. Der Zeitplan kann z.B. gerne als
eine Tabelle dargestellt werden.

7 \Weiterfiihrende Ideen

Da Sie ja umfangreich recherchiert haben, werden Sie deutlich mehr Material haben, als
Sie in diesem Dokument unterbringen konnen. Hier kdnnen Sie lhre weiterfithrenden Ideen
kurz darstellen. Vergessen Sie nicht, auch hier die Quellen anzugeben!

8 Einordnung in den Lehrplan

Orden Sie bitte Ihr Material kurz und pragnant in den Lehrplan ein. Das ist wichtig, damit
die Lehrkréfte, die Ihr Material verwenden, auch wissen, wo sie es im Lehrplan finden kénnen.

Wichtig: Nicht mehr als eine halbe Seite! Das ist nur eine kurze Einordnung, keine vollstan-
dige Darstellung des Lehrplans.
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A Anhang 1

Hier konnen Sie weitere Materialien, die fiir die Bearbeitung des Themas relevant sind,
bereitstellen. Das kdnnen zum Beispiel Arbeitsblatter, Ubungsaufgaben, Loésungen, weiter-
fuhrende Literatur oder auch Links zu Online-Ressourcen sein.

B Anhang 2

Wenn Sie verschiedene Materialien bereitstellen méchten, kénnen Sie auch mehrere Anhan-
ge erstellen. Achten Sie darauf, dass die Materialien gut strukturiert und leicht zuganglich
sind, damit sie spater gut nutzbar sind.
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